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Abstract
Map Theory is a powerful extension of type-free lamba-calculus (with
only a few term constants added). Due to Klaus Grue, it was designed to be
a common foundation for Computer Sciences and for Mathematics. All the
primitive notions of ﬁrst-order logic and set theory, including truth values,
connectives and quantiﬁers, set-membership and set-equality, are interpreted
as terms. All the usual set-theoretic constructs, including inductive data-
types, get computational interpretations.
Now, Grue’s version of Map Theory is founded, in the sense that it only
considers mathematical sets or classes which are well-founded with respect
to the membership relation. Indeed, it was shown to be at least as powerful
as ZFC + FA, where FA is the usual well-foundation axiom of set theory.
In this thesis, we show that it is possible to design an alternative version
which takes non-well-founded sets into account, and allows for co-inductive
reasoning over them. This new version opens the way to a direct represen-
tation of co-inductive data-types and of circular processes and phenomena
in Map Theory. In the ﬁrst part of the thesis we present the axiomatization
of this new system, called MTA, and we show that it is powerful enough to
interpret ZFC + AFA, where AFA is the Aczel-Forti-Honsell Antifounda-
tion axiom. In particular, this interpretation implies the embedding of the
ﬁrst order reasoning on formulas into equational reasoning on terms which
translate these formulas. In the second part, we show the consistency of
MTA inside the framework of the κ-continuous semantics for κ > σ, where
σ is any strongly inaccessible cardinal. The proof uses the κ-premodels of
Berline-Grue (κ-cpos satisfying few simple additional properties). The main
issue in modellingMTA is the construction, inside any κ-premodelM, of an
adequate κ-open subset Φ ofM which, once enriched with adequate equality
and membership relations will be a model of ZFC +AFA.
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Re´sume´
Map Theory est une extension e´quationnelle du lambda-calcul non-type´
conc¸ue par Klaus Grue pour eˆtre une fondation commune de l’informa-
tique et des mathe´matiques. Elle permet en particulier une interpre´tation
comple`te du calcul des pre´dicats et de ZFC, choisie comme axiomatisation
de re´fe´rence de la the´orie des ensembles (ZFC de´signe dans cette the`se la
the´orie de Zermelo-Fraenkel sans la fondation). Toutes les notions primi-
tives de la logique du premier ordre et de la the´orie des ensembles, valeurs
de ve´rite´, connecteurs, quantiﬁcateurs, appartenance et e´galite´, y sont tra-
duites par des termes du lambda-calcul (enrichi de quelques constantes). De
plus, Map Theory permet de donner un sens calculatoire imme´diat a` tous
les constructeurs ensemblistes usuels.
La version initiale de Map Theory par K. Grue est fonde´e, en ce sens
qu’elle ne conside`re que les ensembles (ou classes) bien-fonde´s. En particu-
lier, elle est au moins aussi forte ZFC + FA, ou` FA est l’axiome de bonne
fondation usuel de la the´orie des ensembles.
Nous montrons dans cette the`se qu’il est possible d’e´laborer une ver-
sion antifonde´e de Map Theory qui prenne en compte l’existence des objets
non-bien-fonde´s, et permette de raisonner sur ces objets par co-induction.
Le lien avec l’informatique the´orique est que ce nouveau syste`me ouvre la
possibilite´ d’une repre´sentation des types de donne´es co-inductifs, et de la
mode´lisation des phe´nome`nes et processus circulaires. Dans la premie`re par-
tie, nous pre´sentons l’axiomatisation MTA de ce nouveau syste`me, et nous
montrons que ZFC+AFA, ou` AFA est l’axiome d’Antifondation de Aczel-
Forti-Honsell, y est interpre´table syntaxiquement. Dans la deuxie`me partie,
nous montrons la consistance de MTA relativement a` ZFC+SI, ou` SI est
l’axiome exprimant l’existence d’un cardinal fortement inaccessible.
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